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Samenvatting

Plaatsbepaling van Rekenen-Informatica als perspectief op elementair reke-
nen vanuit de informatica.

1 Inleiding

Rekenen-Informatica (hieronder R-I) is een term die wij willen gaan gebruiken voor
een manier om naar elementair rekenen te kijken vanuit de informatica, en bij onze
invulling daarvan, vanuit een specifiek deel van de theoretische informatica. R-I kan
op allerlei andere wijzen worden vormgegeven, zodat wat we hier beschrijven ook een
onderdeel van R-I zou kunnen zijn.

2 Rekenen-Informatica (R-I)

R-I vergt expliciete uitgangspunten. Hieronder een voorlopige formulering van deze
uitgangspunten. Zoals opgemerkt, het kan ook anders, dan zou dit een hoofdstuk uit
R-I kunnen zijn, niet het hele verhaal.

1. Om te beginnen een disclaimer. R-I betreft niet: nieuwe grondslagen van de
wiskunde, ook in R-I kan men een realist zijn, of een nominalist, of een logicist,
of een inituı̈tionist en ook met alle vertakkingen die er percategorie nog zijn.

2. Wel is er bij R-I sprake van een accentverschuiving ten opzichte van rekenen-
wiskunde (wiskundige kijk op het rekenen, ook wel rekenen inclusief wiskunde);
die verschuiving heeft de volgende aspecten:
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(a) syntax bestaat en is zelfs alomtegenwoordig, vragen over de syntax die
optreden bij onderwerpen in het rekenen doen steeds terzake,1

(b) syntax vraagt om semantiek net zo zeer als omgekeerd semantiek om syn-
tax vraagt,

(c) oneindige structuren zijn zinvol vanwege:

• de mogelijkheid tot het systematiseren van (kennis over) een groot
aantal eindige structuren,

• elegantie, en de uitdrukkingskracht die dat oplevert,

• de intuı̈tieve kracht van asymptotiek.

3. Rekenenpartout bestaat niet, het gebeurt altijd in een bepaalde structuur.Er
bestaat geen “meest voor de hand liggende” structuur voor het rekenen.

4. Het is vaak zinvol om bij structuren met een additioneel elementa te werken
(voor alle operaties) dat kan dienen als fout-waarde (sink).

5. Een uniek domein van “de natuurlijke getallen” bestaat niet; al dan niet eindige
structuren met beginstukken van een oneindige (zonder herhaling) opsombare
collectie ervan bestaan wel.

6. Getalsystemen zoalsN, Z, Q zijn abstracte datatypen. Bij elk van deze abstracte
datatypen is een aantal voor de hand liggende concrete datatypen te vinden dat
als realisatie van het abstracte datatype kan worden gezien. Van belang zijn hier
met name de kanonieke termalgebra’s.

7. Termherschrijfsystemen samen met bijbehorend herschrijfstrategiën (bijvoor-
beeldleftmost innermost) leveren een bruikbare taal om algoritmen te noteren:
“Functioneel programmeren in een gemakkelijk leesbare notatie”.

Met algebraı̈sche specificaties die een volledig termherschrijfsysteem vormen
komt men aan concrete datatypen voor deze getalsystemen.

3 Theoretische grondslagen van R-I

De meest voor de hand liggende filosofie van de wiskunde die aanR-I ten grond-
slag ligt is structuralisme. Dan ziet men het natuurlijke getal 7 niet als een uniek
bepaalde entiteit die op zichzelf kan staan maar als een functor (functie op een klasse)
die aan structuren die aan de axioma’s voor de natuurlijke getallen voldoen de daarin
optredende interpretatie van de 7e opvolger van 0 toekent. Zoals [12] uiteenzet roept
structuralisme ook vragen op die geen eenvoudig antwoord hebben.

1Als men syntax geheel mathematiseert, dan wordt het een onderdeel van de wiskunde dat zelf weer
om syntax vraagt. De zo dreigendeinfinite regresswordt vermeden door vragen over metasyntax, de
syntax van de theorie over de syntax, minder ernstig op te nemen dan die over syntax.
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Uit de structuralistische visie ontlenen we de volgende gezichtspunten, die we als
naı̈ef structuralisme willen opvoeren:

1. Atomaire (of ook primitieve) entiteiten die “logisch” via een rol in een groter
geheel gekarakteriseerd worden bestaan alleen in een grotere structuur waarin
ook soortgelijke entiteiten voorkomen.

2. De grotere structuren (elk model van een per structuur vooraf vast te leggen
verzameling beweringen) waarin de atomaire entiteiten “wonen” zijn niet uniek.

3. De daarin voorkomende entiteiten, zelfs die met een rolbeschrijving die een
uniek element van de structuur aanwijzen zijn toch zelf nietuniek, want afhan-
kelijk van de keuze van de grotere structuur.2

4. Gestructureerde objecten, waaronder de structuren die atomaire objecten huis-
vesten, kunnen wel een zekere uniciteit hebben, althans modulo isomorfie (een
notie die voor atomaire objecten irrelevant is).

4 Uitwerking van R-I

Uitwerking van R-I kan op vele manieren. De auteurs hebben een route gekozen
waarin de elementaire getalsystemenN, Z, Q als abstracte datatypen worden ge-
zien. Dit leidt er onder meer toe dat deling een functiesymbool toegewezen krijgt
(éénplaatsig voor een inverse, of tweeplaatsig met een deelstreep), waarmee uitdruk-
kingen als

0−1 en
1

0

ontstaan en “deze syntax om semantiek vraagt” (deze verschillende functiesymbolen
worden nader bestudeerd in [3]). De introductie van een functiesymbool voor deling
(onvermijdelijk leidend tot de vraag naar de betekenis van delen door nul) markeren
we in navolging van [9] door te spreken over een weide (meadow) in plaats van een
lichaam (field).

Er zijn verschillende oplossingen voor de vraag hoe om te gaan met0−1:

1. De keuze0−1 = 0 leidt tot de zogenaamdeinvolutivemeadows die voldoen aan
(x−1)−1 = x (zie [9] en bijvoorbeeld ook [1]).

2. De keuze0−1 = 1 levert eenone-based non-involutivemeadow (zie [4]).

3. De keuze0−1 = a meta een fout-waarde levert de zogenaamdecommonmea-
dows (zie [6]).

2Dit geldt a fortiori wanneer de structuren komen uit een klasse van modellen van een theorie die
zowel eindige als oneindige leden heeft.
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De voor- en nadelen van deze keuzen zijn niet eenduidig af te wegen. Zo blijkt dat
de involutive meadows heel hanteerbaar zijn in de context van kansrekening (zie [5]),
terwijl de common meadows een goed uitgangspunt lijken te bieden voor de formali-
sering van rekenenen-(school)wiskunde. Bij elk van deze wijzen voor het omgaan met
deling door nul ontstaat een variant van de theorie van de lichamen die zich goed met
vergelijkingen laat beschrijven. Die formaliseringen leiden weer tot allerlei vragen
voor verder onderzoek. Typische onderzoeksvragen zijn bijvoorbeeld:

• Het bestaan van een automatische procedure die voor een willekeurige gesloten
vergelijking bepaalt of die correct is of niet. Dit zogenaamde ‘woordprobleem’
wordt in [10] bewezen voor involutive meadows.

• Het bestaan van volledige axiomatizeringen (zie bijvoorbeeld [2]).

• Het bestaan van eindige structuren voor de verschillende varianten (zie bijvoor-
beeld [11]).

Naast het ontwikkelen van theorievorming over het delen door nul werken we aan
het ontwerpen vanground completetermherschrijfsystemen voor relevante datatypen
zoalsN, Z, Q (zie bijvoorbeeld [7]). Binnen dit thema zijn er nog ruimschoots open
vragen aanwezig die voortgaand onderzoek motiveren. Een algemene stelling uit [8]
die de mogelijkheid van het vinden van zulke termherschrijfsystemen aangeeft is een
uitgangspunt bij dit werk.

Bij eindige structuren is het altijd mogelijk eenground completetermherherschrijf-
systeem te vinden ter beschrijving. Interessant wordt het pas wanneer men de omvang
van het stelsel van vergelijkingen (te lezen als herschrijfregels) wil beperken. Ook op
het gebied van de beschrijving van eindige structuren met termherschrijfsystemen valt
nog veel onderzoek te doen.

5 Besluit

Wij hebben een omschrijving van Rekenen-Informatica gegeven, alsmede een om-
schrijving van de wijze waarop de auteurs, werkend in verschillende combinaties
met ook andere co-auteurs zoals John Tucker, Kees Middelburg en Piet Rodenburg,
Rekenen-Informatica proberen te ontwikkelen. Deze omschrijving zou men een ma-
nifest kunnen noemen. Mocht een Engelstalig equivalent voor Rekenen-Informatica
gewenst zijn, dan komen wij opArithmetic-Informatics.

Qua toepassing denken we met name aan het rekenonderwijs. Allereerst kan langs
deze lijn via het rekenonderwijs een kennismaking met een deel van de theoretische
informatica plaatsvinden, en in tweede instantie kunnen ook voor het rekenonderwijs
zelve mogelijk langs de lijnen van Rekenen-Informatica nognieuwe perspectieven
ontstaan.
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